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1 Introduction

Dans ce travail, nous allons nous intéresser a des systémes mécaniques classiques couplés a
plusieurs bains thermiques de températures différentes. Les bains thermiques seront modéli-
sés par des théories de champ classiques dont 1’évolution libre est gouvernée par 1’équation
d’onde. Ce travail s’inspire largement du travail de thése de Luc Rey-Bellet |[EPR, R-B| dont
nous allons souvent reprendre les notations.

Dans une premiére partie, nous nous intéresserons au cas simple d’un unique rotateur couplé
a deux bains de chaleur. Nous verrons que dans ce cas, la plupart des calculs peuvent étre faits
explicitement. En particulier, il est possible de donner la forme de la mesure invariante du
systéme. Les résultats de cette partie seront ensuite généralisés au cas d’un systéme intégrable
quelconque couplé a plusieurs bains thermiques via ses différentes intégrales premiéres.

Nous nous intéresserons ensuite au cas ot le couplage aux bains thermiques ne se fait plus
par des constantes du mouvement, mais ol celui-ci reste néanmoins confiné & une sous-
variété compacte de l’espace des phases (p, q). Le résultat principal de cette partie sera la
démonstration de I’existence d’une mesure invariante lisse pour le systéme.

Dans l'appendice, nous nous intéresserons a des hypothéses faibles sur le potentiel d’un
opérateur de Schrédinger pour que celui-ci soit & résolvante compacte. Ceci n’a & premiére
vue rien a voir avec le reste du travail. La motivation était de trouver un potentiel qui ne
croisse pas uniformément a ’infini mais dont les dérivées secondes seraient toutefois bornées
afin d’affaiblir les hypothéses de travail de [EPR, R-B|.
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quer son travail, ainsi que pour sa patience et sa disponibilité. Merci également au Prof. J.-P.
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enfin & mon pére pour ses précieux conseils concernant la présentation de ce travail, & Marius
Mantoiu et & Jaques Rougemont pour leurs conseils, ainsi qu’a Cynthia pour m’avoir écouté
patiemment parler d’un sujet qui ne fait pas partie de ses centres d’intéréts majeurs. ..
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2 Présentation du modéle

Le modéle sur lequel nous allons nous pencher dans un premier temps consiste en un rotateur
couplé a deux bains thermiques de températures différentes.

Le rotateur est décrit par la variable complexe 1 qui peut, en termes de position et de
quantité de mouvement étre interprétée comme

p+iq
i

Le rotateur libre est décrit par un Hamiltonien du type

Hr() = [9* + F(ly[)

ol F : R, — IR est une fonction C' bornée inférieurement telle que F'(0) = 0. On pourrait
par exemple prendre F(z) = 2% + cos(z).

Y=

En termes de p et ¢, nous avons donc

P +q° p2+q2)

Les équations du mouvement dans cette représentation sont données par

o0H

i = gy = prRReR)
(2.1)

. 8H 17 p24q?

p = _8—(1 = —q—qF(T).

Afin de mieux voir certaines propriétés du systéme, il est utile d’utiliser les coordonnées J

et 6 définies par '
Y =V2Je? .

L’espace des phases du rotateur libre est alors donné par IR, x S!. On peut encore voir que
le changement de variables (p, q) — (J, 6) est canonique. En effet, on a

1 .

a(p,q) _ @ Cf)SO —v/2Jsin .
a(J,6) Z7sinf  v2Jcosd
L’Hamiltonien libre du bain thermique est alors donné simplement par
Hg(J,0) =J+ F(J) .

Les équations du mouvement dans cette représentation sont donc

b= Gp = 1LHF),
- (2.2)
J = =0

00
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Le modéle utilisé pour décrire un bain thermique est la théorie des champs classiques associée
a I’équation d’ondes unidimensionelle. Nous allons dans un premier temps noter le champ ¢
et son moment conjugué m. Nous allons noter ¢ le vecteur donné par

o=(5).

Ce vecteur vit dans l'espace de Hilbert H = H'(IR) & L*(IR) qui est la complétion de
Cs°(IR) @ C§°(IR) par rapport au produit scalaire donné par

(p1, pa)u = /R(azéi(ﬂv) 0:Go(z) + 71 () ma(2)) de

ol nous avons noté 0, l'opérateur dérivée selon la variable . L’Hamiltonien libre du bain
thermique est alors donné par

1
Hy(0) = 510l

ou || - |3 est la norme dérivant du produit scalaire (-,-)y. Les équations de mouvement
dérivant de cet Hamiltonien sont

. 0 1
o =Ly avec [,—(83 0).

L’adjoint dans H de 'opérateur £ est —L. En effet, on a

(Lo, pa)y = /IR (aﬂ_ﬁ 0o + 02G 7T2) dr = — /IR (771 902G+ 0:G azﬂz) dz = —(p1, LO2)3-

Passons maintenant au couplage entre le rotateur et les deux bains thermiques. Nous appel-
lerons les deux bains g et ;. Dans la représentation (p, q), ’espace des phases du systéme
complet sera donné par IR? x H x H et nous choisissons de prendre comme Hamiltonien

P’ +q°
2

Dans cette équation, les fonctions gy et g, appartiennent a L'(IR) et permettent de décrire
la maniére dont le rotateur est couplé au bain thermique. Nous introduisons les fonctions
«; € H avec i € {0,1} définies par

0i(z) = (f(f Qi(()y) dy) _

H(p, q, 00, 1) = Hr(p,q) + Hp(vo) + Hp(p1) + /R(Qo(l)amCo(iU) + 01(2)0:C1 (z))dz.

Nous supposerons que les p; choisis ont un comportement suffisamment régulier pour que
I’on ait a; € H. Ceci nous permet d’écrire I’Hamiltonien du systéme entier comme

2+q2

H(p, 9, %0, 1) = Hr(p,q) + Hs (o) + Hp(p1) + 2 ({co, po)n + {01, 01)2) -

Les équations du mouvement sont alors données par

i = p+pF'(E3L) +p({an, po)n + (on, 01)7) |
P = —q—qF'(ZEL) — q({ao, po)a + {1, 01)n)) (2.3)

0i = Lpi+a (@ +4¢%)/2),
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ou i € {0,1}. La derniére équation est une équation différentielle linéaire inhomogéne qui
peut étre résolue formellement pour donner

P*(s) + ¢*(s)

oilt) = “u(0) + [ (LD a) T g (2.4)

Afin d’alléger ’écriture par la suite, nous introduisons les fonctions de dissipation D; définies
par
Dz(t — S) = <Oéz', [,eﬁ(t_s)ozi)q.[

Nous allons maintenant faire un petit abus de notation et noter p; le vecteur (90" ) En utilisant
le fait que 0,c; = o; et en observant que 0, commute avec £, on a

D;(t—s) = /]R oi(z) LeF ) gi(z) da .

On utilise maintenant le fait que, dans I’espace de Fourier, ’opérateur 0, devient I'opérateur
multiplication par k. On a ainsi

£=( e o) = L= (_‘k'“fé?ifzf?) —(l:cossi(f(tlzt)) |

Ceci nous permet d’écrire pour D; :
Di(t — ) = —/ |63 (k) [2k sin(k(t — s)) dk ,
R

ou p; dénote la transformée de Fourier de p;. A I’aide de ces fonctions de dissipation et des
expressions (2.3) et (2.4), nous pouvons écrire

i) = v+ (PO EY)

2
+9(0) (00, e + [ it - )2 TLE gy,
PO+ 25)
p) = —a(t) —q()F (o)
~a) 3 (@0 P+ [ Dt =L ).

2.1 Conditions initiales des bains

Nous allons maintenant nous occuper des conditions initiales des deux bains. Nous allons
supposer qu’ils se trouvent a I’équilibre thermique avec les températures inverses respectives
Bo et (1. Etre a I’équilibre thermique signifie que les conditions initiales sont distribuées selon
la mesure de Gibbs exp(—FH). On sait que ’'Hamiltonien d’un bain est donné par {p, ©)3/2.
Ceci implique que la distribution des conditions initiales du bain a la température 1/3 est
Gaussienne de moyenne nulle et de covariance (¢, )u (v, 9)n) = (f,9)n/B- Dans cette
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derniére expression, ((-)) signifie que 'on prend la moyenne sur toutes les configurations de
© possibles. Dans le cas de deux bains, ceci donne

(i, F)aulpss g)ud) = 6ii{f> 9)u/Bi -

Nous définissons maintenant des fonctions &;(t) par &;(t) = (¢;(0),e - Les & sont donc,
par ce que nous venons de dire, des processus aléatoires de moyenne nulle et de covariance

(&&= ({wi0),e Tai)ulp;(0), e “az)u)
= Gijle oy, e )y /B = 6;;Ci(t — 5)/B; -
Dans cette expression, nous avons introduit les fonctions de covariance C; définies par
Cilt — ) = (as, 59 %—/ |61 (k)[? cos(k(t — 5)) d .
Il suffit d’un calcul élémentaire pour voir que ’on a la relation

Ci(t) = Di(t),

—[,tai>

(2.6)

connue sous le nom de théoréme de fluctuation-dissipation. Nous allons maintenant intro-
duire des variables auxiliaires qui nous permettront de transformer le systéme d’équations
intégro-différentielles aléatoires (2.5) en un systéme d’équations différentielles stochastiques
Markoviennes.

Pour ceci, nous allons supposer que I'on peut écrire

i(t — ) Z)\Q g™ im B s'—ZC’i,m(t—s).
m=1

Ceci est le cas si nous choisissons pour les transformées de Fourier des densités p; des fonctions

de la forme
M

« const
ai(k) =11

m=1 \/k2+7i2,m '

Nous pouvons alors récrire les processus stochastiques &;(t) sous la forme

M Iy t M
&Gt) =Y Aigm [ Em / e~ 7o) duy; 1 (5) = > &ml(t) (2.7)
m=1 ? - m=1

ol Wj m(s) dénote un processus de Wiener unidimensionnel de covariance

((wimt) = wim(5) (W5a(#) = w5 = Bigda (5,81 O [, 1]]

Dans cette expression, la moyenne est prise sur ’espace de probabilité du processus de
Wiener. Cette derniére expression peut formellement s’écrire

(dwim(s) dw;n(t)) = 0ij0mnd(s —t) dsdt . (2.8)

Pour une explication plus détaillée et plus rigoureuse, voir [Ne|. L'intégrale apparaissant dans
(2.7) doit étre interprétée comme une intégrale stochastique d’It6. En utilisant les expressions
(2.7) et (2.8), on retrouve pour ((&(t)€;(s))) la méme covariance que dans (2.6). Comme un
processus Gaussien est uniquement déterminé par sa moyenne et sa matrice de covariance,
nous avons justifié I'écriture (2.7).
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2.2 Variables effectives des bains

Nous définissons maintenant les variables auxiliaires r; , € IR par

P’(s) +¢*(s)
2

rim(t) = A2 /sz ds — & m(t) .

On adonc (o, vi)y = Y., Ti,m- Ces variables auxiliaires nous permettent de récrire le systéme
(2.5) sous la forme

dg(t) = p(t)dt+ p(t)F'(Zw) dt + p(t) i % Tim dt |

2(t 2(t
dT‘i,m(t) = _’Yi,mri,m(t) dt -+ /\im’h,mw dt — )\i,m

Ceci est un systéme d’équations différentielles stochastiques Markoviennes. L’espace des
phases de notre systéme est maintenant donné par X = IR**?™_ Dans la partie suivante
de ce travail, nous allons montrer que, si nous restreignons cet espace des phases, ce systéme
d’équations admet une unique mesure invariante et que celle-ci est mélangeante.

3 Etude de la mesure invariante

3.1 Définitions préliminaires

Définition 3.1 Soit B un espace de Banach. Un semigroupe P sur B est une famille d’opé-
rateurs linéaires bornés Pt : B — B, définis pour 0 <t < oo tels que P° = 1 et PS Pt = Pst?
pour tout s,t € [0,00). On dit que Pt est fortement continu si, pour tout v € B, 'application
t — Plv est continue.

Définition 3.2 Un semigroupe contractant P’ sur B est un semigroupe fortement continu
tel que l'on a |P'|| < ||v|| pour tout v dans B et pour tout t > 0.

Définition 3.3 Soit P! un semigroupe sur un espace de Banach B. Le générateur infinité-
simal A de P! est défini par

Pty — v
Av = lim ———
t—0+ t

sur le domaine D(A) de tous les vecteurs v € B pour lesquels cette limite eziste.

Nous allons maintenant considérer une équation stochastique Markovienne générique de la
forme

dx(t) = b(x(t)) dt + o dw(t) . (3.1)
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Dans cette expression, z € IR", b est un champ de vecteurs C* et o est une application
linéaire de R™ dans R"™ (m et n sont deux entiers quelconques). En fait, I’équation (3.1) est
un abus de notation pour ’équation intégrale

t
&(t; xg, w) = xo +/0 b(&(s; zo, w)) ds + o(w(t) — w(0)) . (3.2)
Un argument de contraction permet alors de prouver I'existence d’une solution unique sur
IR a I’équation (3.2) lorsque la dérivée de b est bornée.

Dans ce cas, le semigroupe T* engendré par I’équation (3.1) est défini par

T*f(w0) = (f(£(t; z0,w))) ,

ou ((-)) dénote la valeur d’espérance dans ’espace de probabilité associé au processus de
Wiener w. Le générateur infinitésimal de ce semigroupe est alors donné par

1
= 5 Z@xl (O'O'T)i,jazj + Z bz(:c)(?xz .
2,7 (2

3.2 Existence d’une solution et générateur du semi-groupe

La premiére chose a vérifier est ’existence d’une solution du systéme d’équations (2.9) pour
chaque fonction continue w. L’équation (2.9) est déja sous la forme générique (3.1). Néan-
moins, il semble & premiére vue que les dérivées de b ne soient pas bornées. Ceci n’est pas
un probléme. En effet, il suffit de se mettre dans la représentation en terme de variables J
et 6§ pour que (2.9) devienne

dJ(t) = 0,
1 M
do(t) = dt+F'(J)dt+>. > rimdt, (3.3)
=0 m=1
2 i,m
drim(t) = —FimPim(t) dt+ N2 Yimd At — Ny |~ duw o (2) -

Bi

La variable J est donc une constante du mouvement. On peut ainsi la considérer comme une
constante que 1'on se fixe au début. On voit que la dérivée de b est alors bornée. La solution
de (3.3) existe donc pour tout temps et est unique. Ceci implique immédiatement ’existence
et I'unicité de la solution de (2.9) pour tout temps.

De plus, Iespace des phases se réduit alors a la sous-variété J(t) = Jy. Nous appellerons
cette sous-variété X. On a bien sir X ~ S* x R?M.

Dans Pespace de Hilbert L?(X, dz), le générateur du semi-groupe T* associé a (2.9) est donné
par

)\2 ,m
L= SR (1 PO+ > i)y = a1+ F'L) + Zrie)dy (3.4)
S Vi (Fim = N2 )ri ! .
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ou la somme sur ¢ et m parcourt toutes les valeurs possibles. Nous avons utilisé le fait que
J = (p* + ¢*)/2 afin d’alléger les notations. L’adjoint formel de L est donné par

=3 A Yo 0. = p(L+ F'(1) + i) 0 + a(1+ F'(1) + X rim) By

D “"2 i (3.5)
+ Z Yism (Tiym — )‘i,m‘])an’,m + Z%m .

Une mesure invariante p de densité f(z) (z € &) est donnée par une solution de 1’équation
LTf = 0. On ne peut pas espérer que cette équation ait une solution unique. En effet,
Popérateur LT commute avec 'opérateur p? + ¢2, ce qui est une conséquence directe du fait
que p? + ¢? est une constante du mouvement.

Si, par contre, on se restreint a espace X, le générateur L de T" est donné par

o )\2 i,m
=¥ 7”%7 2, +(1+F )+ rim)0

(3.6)
- Z Viam(riam - AZz,’fn‘]-)al’"i,m :
1,m
Son adjoint dans L?(X, dzx) est donné par
7T Al Vi o /
If = SRR — (1+F'(J) + Y rim) 0
i,m i i,m (3.7)
+ Z ’Yi,m('ri,m - )‘?,m‘])an,m + Z Yi,m -
1,11 2,1
Les opérateurs L et LT peuvent tous deux étre écrits sous la forme
J
0= Y;-Q +Yo+ec,
7=1
ou les Y; avec j € {0,...,J} sont des champs de vecteurs réels C* et c est une fonction C*°.

Par le théoréme de Hormander [H61, Thm 1.1], une condition suffisante pour que 'opérateur
O soit hypoelliptique est que l'algébre de Lie engendrée par les Y; soit de rang maximal en
tout point. Dans notre cas, on voit que c’est bien le cas. En effet, prenons L. On écrit

avec
%“”Wvgﬂm et Vo= (14+ F'(J) + X rim)Oo — S Yim(rim — An)00

On voit que 'on a

mwﬂu=MM’gW%—%m%my
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L’algeébre de Lie générée par Y} et les Y; ,, engendre donc bien tout I'espace tangent de X. Pour
LT, on peut faire exactement le méme calcul. L et LT sont donc tous deux hypoelliptiques,
c’est-a-dire que si Lf = g avec g € C*(X), alors f € C®(X).

Remarque. Si nous avions gardé X comme espace des phases, nous aurions remarqué que
L et L™ ne sont pas hypoelliptiques.

Nous cherchons maintenant & démontrer I'unicité et I'existence d’une fonction f € L*(X, dz)
telle que LT f = 0.

3.3 Existence et unicité de la mesure invariante

Une belle propriété du systéme que nous sommes en train de considérer est que sa mesure
invariante peut étre exhibée explicitement.

Définissons des Hamiltoniens “effectifs” pour les deux bains de chaleur par

M2
GZ(J, 0, 7") = (ﬂ — JTZ',m> .

On vérifie alors que la mesure
p(dx) = Zgt e PrGi=hC2 gy (3.8)

avec dr = dfdr est une mesure invariante si la constante Z, est bien choisie. C’est bien
une mesure de probabilité car G; — oo de facon polynémiale lorsque 7;,, — co. De plus, p
est la seule mesure invariante. En effet, du fait de I'hypoellipticité de LT, une autre mesure
invariante serait également de densité lisse. Mais on sait que deux mesures invariantes a
densités lisses sont de supports disjoints. Comme le support de p est X tout entier, il ne
peut y avoir d’autre mesure invariante.

3.4 Propriété mélangeante de la mesure invariante

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que la mesure invariante ;1 donnée par (3.8) est
mélangeante, c’est-a-dire que

lim [ f(@)Tg(@)u(de) = [ f(@)u(dz) [ g(@)n(dz)

t—o0

pour toutes les fonctions f,g € L2(2\~f , (dx)). Nous allons pour ceci suivre la démonstra-
tion de la Proposition 3.9 dans [EPR, R-B|. Nous allons dans ce paragraphe écrire H pour
L2(X, u(dz)). Le produit scalaire et la norme associés seront appelés (-, )y et || - || respec-
tivement. Nous définissons de plus h(z) par p(dz) = h(z) dz.

Le fait que p soit mélangeante est alors équivalent &
. t _
vz—_lgcgl T f =1, fHu pour tout feH,

ol w-lim dénote la limite faible.
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Nous allons également noter T}, Pextension a H de T' vu comme semigroupe fortement
continu sur Coo(X). On va aussi noter par C?(X) I’espace des fonctions sur X telles que
toutes les dérivées d’ordre inférieur ou égal a 2 existent et sont continues et bornées.

Pour une fonction f € C2(X), on obtient ainsi
Wl T5f 5 = (LT, Ty fw + (T f, LT f )
Afin d’évaluer cette expression, on utilise le fait que 'on a pour f, g € C2(X) Dégalité

L"(sg) = fLTg+gLTf+Z( P9, 1)) ~Yom I -

Cette égalité se vérifie par un simple calcul. On a de plus

~ = 2)\2 i,m
[ Z(ifﬂ + M) . (3.9)

ﬂ Ti,m
2,m g

Par la définition du produit scalaire et en utilisant le fait que LTh(z) = 0, on trouve donc
(on écrit g pour T%, f afin d’alléger la notation ; de plus, lorsque I'argument d’une fonction
n’est pas écrit explicitement, elle est évaluée au point x)

sz)/lm
T f5 = /g (Lg+L"9g) hdw+2/ (7(3%9)(3%@ %,mgh> dz .

En utilisant I'expression (3.9) et en intégrant une fois par parties selon 7; ,,,, on trouve pour
finir

2/\1 m/Y’Lm

Donc, ||T%,f|3, est une fonction décroissante, continue et bornée inférieurement. En consé-
quence, lim; o || 1% f||3, existe et

10,

i,m

T3, f 3 € L'([0,00),dt) .

Nous définissons une (%)-séquence {t,} comme étant une suite croissante et tendant vers
Vinfini telle que lim,_,« ||8r,,. T3 f |3 = 0. On peut alors suivre pas & pas la démonstration
de [EPR, R-B| pour montrer qu’il existe une (x)-séquence {t,} telle que

. tn —
N TS =y

existe et que v ne dépend pas de . Il reste donc & montrer que 7y ne dépend pas de 6. Pour
ceci, prenons ¢ € C°(X). On a alors

2

= > [t ””Tf”’%an,m—@(n,m//\im— 1), Tl (@) dz (3.10)
+/¢ YA+ F'(J) + 3 rim) 0T f (z) da

2,m
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Jusqu’a la fin de ce paragraphe, une expression de la forme

/ Y(z)h(2)dy,,, T3y (z) da

doit étre interprétée comme un abus de notation pour

= [ Bron G (@)h(@) Ty () do

Comme on a pris 9 € C(C)’O()E' ), toutes ces expressions existent et sont bien définies. On a
alors, en utilisant le fait que v (et donc aussi T4,7) est indépendant de r,

0, T = [ 0@)h(@)(1+ F'(J) + 3 rim)06They (z) de

2,m

On choisit maintenant ¢ de la forme ¥ (r, 0) = ¢1(r)p2(6)/h(r,8) avec [p1(r)dr =0. On a
donc

(. T = [(T5)(0) @20)db [ o1(r)dr =0 ¥i>0.

En dérivant cette expression par rapport a t et en posant ensuite ¢ = 0, on trouve

[ @ZO) 1+ F'() + X )i (6) de =0,

zm

et donc

/ 22(0)3y(8) db / 1+ F'()+ 3 rim)@i (r) dr = 0. (3.11)
On peut alors choisir ¢; de maniére a ce que I'intégrale sur r soit non-nulle. Comme ¢ est
une fonction arbitraire de 6, il en suit que v ne dépend pas de 6.

On conclut alors exactement de la méme maniére que [EPR, R-B|.

4 Hamiltonien libre intégrable

Dans cette partie du travail, nous allons voir qu’il est aisé de généraliser les résultats que
nous venons d’obtenir au cas ot 'on a un Hamiltonien intégrable couplé a plusieurs bains
de chaleur a travers ses variables d’action uniquement.

Définition 4.1 Un systeme Hamiltonien a N degrés de liberté est dit intégrable s’il posséde
N intégrales premieres F1, ..., Fiy indépendantes et que la sous-variété M obtenue en fizant
ces N intégrales premieres est lisse et compacte.

I1 est alors possible de faire un changement de variables canoniques (p, q) — (I, 0) de fagon
a ce que ’Hamiltonien du systéme dépende de I uniquement (voir [A, Chap 10| pour plus
de détails). De plus, la condition que M soit compacte implique que 8 € T ou TV désigne
le tore & N dimensions (7% ~ (SY)M).
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Remarque. Il faut prendre la Définition 4.1 avec précaution. En effet, dans le cas du pendule
simple, H = p® + sin?q. Les trajectoires ne sont donc pas toutes fermées et il n’est par
conséquent pas intégrable au sens de cette définition. Néanmoins, si les conditions initiales
sont choisies de facon & ce qu’on se trouve sur une trajectoire fermée, nous verrons qu’avec
la classe de couplages que nous considérons, on reste sur une telle trajectoire. On peut donc
modifier I’Hamiltonien du systéme en-dehors d’un voisinage de la trajectoire, sans changer
les équations du mouvement et le rendre ainsi intégrable au sens de la Définition 4.1. Dans
I’exemple du pendule, on peut par exemple prendre Hnew = p*+ f(g), ot f est une fonction

convexe C* qui vérifie
sinff¢  g<7/2
flag) = )
Cq q>T

Par analogie avec le début du travail, nous choisissons I’Hamiltonien total du systéme de la
forme suivante :

H(I,8,¢) = +Z ||<pz||%+Zm (v, Pi)n

Dans cette expression, Hy, : RY — IR est un Hamiltonien intégrable & N degrés de liberté
et les 7; : R — IR sont des fonctions contintiment différentiables bornées inférieurement.

Introduisons encore quelques notations. Nous allons appeler les dérivées de I’'Hamiltonien
libre w;(I) = 0Hy/0I;. De plus, nous introduisons la matrice de couplage K (I) définie par

K (I) peut donc étre vu comme une application linéaire de IRY dans R".

On peut refaire le méme calcul qu’avant pour montrer que les équations du mouvement
peuvent s’écrire

n M
do;(t) = wi(I)dt+3 0m(I) D rimadt, (4.1)
1=1 m=1
2 7,m
drim(t) = —YomPim(t) dt + N2 Yot (T) dt — Ny | 2 duw g (1) -

Bi
On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 4.2 Le processus de Markov (4.1) vu comme processus de Markov dans X =
TN x R™ posséde une mesure invariante lisse donnée par

p(de) = Z7te” > i1 BiGi g qr avec G; = Z (2/\2 — ni(Lo)r; m) ,

ot Iy est la valeur des variables d’action donnée par les conditions initiales et Z est une
constante permettant de normaliser la mesure o p(X) = 1. Lorsque de plus K(Iy) est de
rang N, cette mesure est unique et mélangeante.



Meécanique statistique hors équilibre 14

Remarque. La condition rang K (Iy) = N signifie que toutes les variables d’angle doivent
étre couplées différemment aux bains thermiques. Si ce n’était pas le cas, ’évolution des
variables d’angle serait corrélée. Afin d’avoir I'unicité et la propriété mélangeante de la
mesure invariante dans le cas corrélé, il faudrait exprimer certaines des variables d’angle en
fonction des autres et restreindre encore I'espace des phases. Si on veut que la condition
rang K (Iy) = N soit satisfaite, il faut bien sir que n > N. Cette condition est de plus
indépendante de la maniére d’écrire I’Hamiltonien de départ. En effet, si pour un ¢ quelconque
on fait la transformation n; — cn; et o — ¢ la; avec ¢ > 0, on ne change pas I’'Hamiltonien.
Cette transformation a pour effet de multiplier la zéme ligne de K par ¢, ce qui ne change
pas le rang de K.

La condition § € TV est nécessaire pour que p soit normalisable & [ pu(dz) = 1.

Démonstration. La démonstration de 'existence d’une solution pour (4.1) a tout temps se
fait de la méme maniére qu’avant. Comme auparavant, on restreint I’espace des phases a
X = TN x R™ en fixant les variables d’action. Le générateur L du semigroupe associé au
processus de Markov est alors donné par

~ )\2 zm
L = Z 16;)/ rlm + Z w] + Zaljnz(l) Ti,m)aﬂj (4 2)

- Z%’,m(ri,m - z‘,mm(I))an,m .

Son adjoint dans L?(X,dz) est donné par

T )‘z2m’}’z,m 2 N
L = Z ’ﬂ' a”i,m - Z j + Zal 771' )Ti,m)aé’j
2,m ? , j=1 (43)
+ Z ’Yi,m(ri,m — )‘i,mnz 1"7, m + Z Yi,m -

2,m

On vérifie par un simple calcul que la fonction h(z) = exp(— >iL, 8;G;) est solution de LTh =
0. Pour montrer 1'unicité de cette mesure invariante, il faut voir que L” est hypoelliptique.

Comme avant, on écrit LT = Yim Yim + Yo + c avec Vi, o< O, . et Yy la partie de LT qui
est du premier ordre. On a alors

[Yim, Yo] o< Zazjm )3; + ()0, -

Si on écrit dy pour le vecteur colonne (9p,, - . ., 09, )", on voit que les commutateurs du premier
ordre permettent d’obtenir les champs vectoriels X; = (K (I)9y);. Tous les commutateurs
d’ordre supérieur ne permettent que d’obtenir des combinaisons linéaires des X; et des 0y, ,
Pour que 'algébre de Lie engendrée par les commutateurs soit de rang maximal, il faut donc
que le rang de K(I) soit de N. Ceci démontre 'unicité de la mesure invariante.

Pour montrer qu’elle est mélangeante, on suit de nouveau la méme démarche qu’avant pour
montrer qu’il existe une (x)-séquence {t,} telle que

. th £ —
i T =



Mécanique statistique hors équilibre 15

existe pour f € C2(X) et que v ne dépend pas de . Il reste donc a montrer que v ne dépend
pas de 6.

Pour ceci, on suit le méme raisonnement qu’avant en choisissant de nouveau v de la forme
W(r,0) = p1(r)p2(0)/h(r,0) avec [¢@i(r)dr = 0. L’expression correspondant a (3.11) est
alors

0 = /QOO 60 7d9/ (.Uj +ZKZJ sz)ﬁol( )d

(4.4)
Syt ) [ @(®)a, vde/nmgol
7]’
On définit alors les deux vecteurs colonnes a et b par
a = (a;) = Z/ri,mgﬁl(r) dr
m (4.5)

b= ()= [ Go(®)n, .

On a donc e K (I)b = 0. Pour n’'importe quelle valeur de b possible, il existe une fonction ¢
qui la réalise. On a donc a? K(I) = 0. Si K(I) est de rang N, a doit donc étre identiquement
nul, ce qui implique que v ne dépend pas de 6. O

5 Hamiltonien libre quelconque

Dans cette partie du travail, nous allons considérer un Hamiltonien libre quelconque couplé a
n bains thermiques de températures différentes. Nous allons néanmoins supposer qu’il existe
des intégrales premiéres du mouvement telles que celui-ci s’effectue sur une sous-variété
compacte dans l’espace (p, q).

Il faudra également introduire quelques hypothéses supplémentaires sur 'Hamiltonien du
systéme. Ces hypothéses diront essentiellement que I’action de chaque bain thermique se
propage dans tout le systéme. On évite ainsi les cas “dégénérés” ou I’on aurait une partie du
systéme libre totalement découplée de la partie en interaction avec les bains thermiques.

5.1 Formalisme utilisé

Dans toute cette partie du travail, nous désignerons par M =~ IR?" la variété sur laquelle
I’Hamiltonien libre H; est défini.

Pour une variété différentiable M quelconque, nous appellerons 7, M l’espace tangent de
M au point x, T M la fibrée tangente de M et S*M I’espace des champs de vecteurs C*
sur M. De plus, nous appellerons §(M) Iespace de Schwartz sur M.

Définition 5.1 Soit F € C®°(M). On lui associe un champ vectoriel X¥', appelé champ
hamiltonien d’hamiltonien F via lapplication ® : C*°(M) — 8 M définie par

®:F s X" =3 (0, F)0y, — (0, F)dy,) -

J
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Une propriété immeédiate des X est que dG(XT) = XT(G) = {F,G}, ou {-,-} désigne le
crochet de Poisson (voir aussi [A]). On déduit de ceci la relation

(X, x ) = x i) (5.1)
En effet, on a
[XFI,XFZ](G) = {Fla {F2a G}} - {FQa {Fla G}} = {{Fla FZ}? G} = X{FI’F2}(G) )

ce qui démontre la relation cherchée. Voici encore une définition utile.

Définition 5.2 Soient M une variété différentiable, R l’anneau des fonctions dans C*(M)
et A C C®(M) une famille finie de fonctions sur M. Nous définissons alors M (A) C

S®M comme le R-sous-module de S®*M engendré par les champs de vecteurs de la forme
X4 avec A € A.

5.2 Présentation du modéle et équations du mouvement

[’Hamiltonien total que nous allons considérer est donné par
n 1 n
H(p.q,%) = Hi(p,q) + 3_ 5 llilla + 3 Filp, ), idw
i=1 i=1

ou{Hp, Fi,...,F,} est un ensemble de fonctions dans C>*°(M). A partir de cet Hamiltonien,
nous définissons les ensembles suivants :

Go = {F,i=1,...,n},
G = {{F.H},i=1,...,n}, (5.2)
Go = {{{FuHp},Hr},i=1,...,n}, etc.

De plus, nous allons écrire G = |J; Gx. Nous supposons enfin que H satisfait les hypothéses
suivantes.

H1. Il existe des fonctions {G;}i=1,...m avec G; : M — IR telles que 'on a {G;, H.} =
{Gi, Fj} = 0 pour toutes les valeurs possibles de i et j. De plus, la sous-variété
M obtenue en fixant les différents G; est lisse et compacte.

H2. 1l existe une famille finie A = {A;, i = 1,...,n'} C G telle que la famille de
vecteurs X4 avec A € A engendre en tout point z € M ’espace tangent T, M
tout entier. De plus, nous supposerons que si A € AN G; avec i > 0, on peut

écrire A comme {B, Hp} avec B € ANU;«; Gk et [XZ, X7 € M, (Ui Gk) V5.

Définition 5.3 Nowus dirons que le systeme considéré est de rang R, ou R est le plus petit
entier tel que AN Gy = ¢ pour tout k > R.

Nous munissons M de la mesure dm induite par la mesure de Lebesgue sur M. Les opérateurs
du type X4 avec A € A peuvent alors étre interprétés comme des opérateurs agissant sur

C>°(M). Ceci vient directement de H1 et de la définition de G. De plus, ce sont des opérateurs
antisymétriques.
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Définition 5.4 Une fonction F' de M dans IR est dite acceptable st F' est C* et que
{F,G;} = 0 pour toutes les valeurs de i possibles. X peut alors étre interprété comme

un opérateur agissant sur C*(M).

En utilisant ’hypothése H2, on peut encore démontrer la proposition suivante.
Proposition 5.5 M (A) = S*M.

Démonstration. On doit montrer que S°M C M (A). Prenons X € S®M et z € M quel-
conques. On peut montrer qu’il existe alors un voisinage V,, de x et des fonctions infiniment
différentiables f4 : V, — IR, telles que 1'on ait

X(y)=> fap)Xy) VyeV,.
AcA

Ceci découle immeédiatement du fait que, si le rang d’une famille de champs de vecteurs C*
vaut r en un point donné z, il existe un voisinage de z tel que le rang vaut r partout dans
ce voisinage.

Comme M est compact, on peut choisir un nombre fini de points z; tels que les voisinages
V; correspondants forment un recouvrement fini de M. On a donc des fonctions fY telles

que, siy € V;, on a .
X(y) = faly)X'(y) .
AcA

On sait de plus qu’il existe une partition de 'unité par des fonctions A; € C*°(M) telles que,
pour tout i, le support de A; soit inclus dans V.

On a alors, pour tout y € M, la relation

X(y) =2 ) X fawX4(),

AcA
ol les f% ont été prolongées a 0 en-dehors des V;. On a donc X € M,y (A). m|
Afin de simplifier les notations par la suite, nous allons écrire k7 = A\?v;/3;. De plus, par
rapport aux parties précédentes, nous allons nous restreindre au cas M = 1. Le cas M # 1
se traite de la méme maniére, mais les notations deviennent vraiment lourdes. En effectuant

un calcul similaire & ce que nous avons maintenant ’habitude de faire, nous trouvons pour
les équations du mouvement

dg; = 0Op,Hr(p,q) dt-i-zaiji(pa q)ridt,
dp; = =04 Hu(p,q)dt =) 0y Fi(p,q)rsdt, (5:3)

On a alors

Proposition 5.6 La solution de (5.83) se trouve sur X =M xR" avec probabilité 1 par
rapport au processus de Wiener w et pour tous les temps pour lesquels elle existe.
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Démonstration. Le lemme d’It6 (voir par exemple [SZ|) nous dit que, si z obéit a I’équation
différentielle stochastique
dr =b(z,t)dt + o(z,t) dw ,

ou x et b sont des vecteurs a n composantes et o est une matrice n x n, alors une fonction
f(z) obéit a I’équation différentielle stochastique

df = Zbafdt+ ZA”&]fdt—t-Z@f%dw] ,
(%]

ol on a défini A = oo”. On peut utiliser ce lemme en prenant pour f les fonctions G;. On
vérifie alors par un simple calcul que I'on a

dGZ = {HL, GZ} dt—l- Z{FjaGi}Tj dt = 0 y
J
ou la derniére égalité vient de I’hypotheése H1. O

En utilisant ceci, on montre

Proposition 5.7 La solution de (5.3) existe pour tout temps t > 0 avec probabilité 1 par
rapport au processus de Wiener w.

Démonstration. On sait maintenant que, tant que cette solution existe, elle reste sur M dans
lespace (p,q). En ce qui concerne les variables p et ¢, la solution de 1’équation (5.3) existe
donc tant que la solution pour les r; existe.

En considérant 1’équation pour les 7;, on voit que les dérivées du membre de droite sont
toutes bornées si p et ¢ sont bornées. La solution de (5.3) existe donc pour tout temps et
pour tout processus de Wiener w. O

Le générateur L du semigroupe engendré par le systéme d’équations (5.3), ainsi que son
adjoint L™ dans L?(X,dz) sont alors donnés par

L = Zﬁ( Bi(Fi(p, q) + /A7) O,
+XHL+ZTZ'XF’
LT = Zﬁ (n+ﬁ, i(p,q) +7i/7})) @
Zr,XFi-i—ny,-.

(5.4)

On peut montrer que les opérateurs L et LT sont hypoelliptiques. Ceci est une conséquence
directe du fait que les champs de vecteurs X# engendrent tout ’espace tangent de M.

Par analogie avec les parties précédentes, nous définissons GG, I’Hamiltonien effectif du sys-

téme par
2

’]"4
G(p,q,v) = Hp(p, q) + Z (W + Fi(p, q) m) :
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On voit comme avant que si toutes les températures 5, sont égales a une certaine tempé-
rature $!, la mesure exp(—AG) dx, ot dz = dm dr, est une mesure invariante du systéme.
Si les f3; sont distincts, ce n’est pas aussi simple. Nous allons montrer dans les sections qui
suivent qu’il existe une valeur § > 0 telle que 'on a ’existence et 'unicité d’une mesure
invariante de densité C* si |3; — ;| < d pour tout ¢ et j.

5.3 Notations et opérateurs utiles

On se fixe une température fy < 2min{f;, i = 1,...,n}. Nous définissons alors I’espace de
Hilbert .
Ho = L*(X, Zy e ™% dx) |

ou Z; est une constante de normalisation que ’on choisit de maniére a ce que la norme de
la fonction constante 1 vale 1. Nous allons noter Ly, et L%G les opérateurs L et LT vus
comme opérateurs différentiels dans Hy. Nous définissons de plus les opérateurs suivants
dans L*(X,dz) :

r;
R = 0, +biWi, bi=36-%), (5.5)
K = e PoGl2[cPoG/2

Un calcul explicite permet de séparer K en une partie symétrique et une partie antisymétrique
en écrivant

K = a=> k!RIR, + Ky,

Ky = X" 4> X" +> ai(0,, - Wi + Wi+ 0y,) (5.6)

Dans cette expression, a et a; sont des constantes dépendant de 3;, A; et ;. L’opérateur K
est unitairement équivalent a 'opérateur Ly, . Ceci vient du fait que si f € L?(X,dz), alors
exp(BoG/2)f € Ho. On définit a partir de ceci 'opérateur K par

K=a-K=) kIRR, — K, .

Nous allons dans la suite utiliser aussi une autre maniére de couper K en deux. On écrira
K = K, + K, avec
Ky = Y wIRIR; — XM =37 a;i(0,, - Wi+ Wi-0y,)
j i

' 5.7
Ky = =Y r X5, (5:1)

On définit de plus 'opérateur A par

A =7+>Y RR, - Y X*x*4,
7 AcA
oll T est une constante réelle positive que nous allons fixer par la suite. On voit que A2 est
un opérateur autoadjoint plus grand que 7. En particulier, 'opérateur A ¢ est borné pour
tout € > 0. De plus, on a
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Proposition 5.8 A? est a résolvante compacte.

Démonstration. Pour montrer ceci, on utilise le fait que si A; est un opérateur autoadjoint
a résolvante compacte borné inférieurement et que A, est un opérateur autoadjoint défini
positif, alors A; + As est également & résolvante compacte. Ceci se voit en utilisant le fait
que “A est a résolvante compacte” est équivalent a “le spectre essentiel de A est vide” et le
principe min-max (voir par exemple [RS]).

On écrit alors

bi

2
+ Fi(p.q)) + R

T

* _ 2 2
RIR, = —02 + 1] (A%

Comme M est compacte, il existe une constante k telle que |Fj(p, q)| < k pour tout i. On
utilise alors le fait que (x + a)? > 22/2 — a® pour montrer qu’il existe une constante C telle
que R} R, peut s’écrire comme

2

R;R;, = —02 + b7 27";4 —C+B, (5.8)

ol B est un opérateur positif. De plus, lopérateur — 3" 4o 4 XA X4 est, du fait de la Propo-
sition 5.5, strictement plus grand qu’un multiple de A, 'opérateur Laplacien sur M.

On peut donc finalment écrire

N = (=0 +cr]) —aA-C+B,

i=1

ou les ¢; sont des constantes strictement positives, B est un opérateur positif et C' est une
constante quelconque. Les opérateurs —97 + ¢;r7, vus comme opérateurs agissant sur L*(IR)

sont a résolvante compacte. De plus, I'opérateur A vu comme opérateur agissant sur L*(M)
est également a résolvante compacte (voir [Ch|). Ceci démontre la proposition. m]

Un simple calcul permet alors d’obtenir, si F' est une fonction acceptable quelconque, les
regles de commutation

[XF,RZ] = bZ{Fvﬂ} = [XF;R:] )
[XF’ KO] = X{F,HL} + Ez TiX{F,Fi} + 2 Zz ai{Fa E}aTl 3

qui nous seront utiles par la suite. Dans la suite du travail, nous travaillerons toujours dans
L?(X,dx). Les normes et produits scalaires que nous écrirons seront toujours les normes et
produits scalaires standards de L?.

5.4 Reésultats

Le résultat principal de ce travail est
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Théoréme 5.9 Sous les hypothéses H1 et H2, les opérateurs Ly, et Lgo sont a résolvante
compacte.

La démonstration de ce théoréme se fait de la méme maniére que dans [EPR, R-B| en utilisant
les propositions qui vont suivre. La différence dans 1’énoncé est que ’on n’a pas de restriction
sur les constantes de couplage \;. Ceci est une conséquence directe du fait que le mouvement
des variables (p, ) reste borné a M qui est compact.

Le résultat principal dont on pourra tirer le Théoréme 5.9 est le lemme suivant.

Lemme 5.10 Sous les hypothéses H1 et H2, il existe des constantes 7o > 0, >0 et C' >0
telles que st on prend T > 1y, 'on a l’estimation

[A“F < CUE A+ DD
pour toutes les fonctions f € S(é\?’)
Cette estimation sera une conséquence de

Lemme 5.11 ] existe des constantes 19 > 0 et C > 0 telles que, si on prend T > Ty, les
estimations

AL X AN < CUK A+ A AeAngG, (5.10)
IRl < CUE S+ 1A i=1...,n, (5.11)

ot g; = 471 soient valables pour tout f € S(X).

Remarque. L’estimation (5.11) vaut aussi bien en remplacant R; par R?. On peut voir ceci
facilement en utilisant le fait que le commutateur [R;, R}] est une constante. L’estimation
(5.10) vaut également en remplagant X* par n’importe quel opérateur X dans M (ANG;).
Ceci se voit en utilisant le fait que [A°~!, g]A est borné si g est une fonction dans C°°(./\;l),
ce qui sera une conséquence de la Proposition 6.2.

La démonstration du Lemme 5.11 sera donnée dans la Section 6 de ce travail. Cette démons-

tration utilisera un nombre incalculable de fois le

Lemme 5.12 Soit F une fonction acceptable et soit Z un des opérateurs X', r;, R; ou R}.
Alors il existe 9 > 0 tel que, st on choisit T > Ty, les opérateurs suivants soient bornés :

APZAY si f+y< -1, (5.12)

A [Z, A A7 si f+y<a+l, (5.13)
MK, Z]\ i B+y< -1, (5.14)
AP[Ky, A 2|7 si f+v<a. (5.15)

La démonstration de ce lemme sera également donnée dans la Section 6 de ce travail.
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Démonstration du Lemme 5.10. On prend € = 4%~ On a alors
[AFIP = (AL ASTIARS) = r(ASTHf AT ) + (AT ATIRER, )
— Y acalATHATTIXAXAS)

(5.16)
< AP+ S AT RSP + A AT XA
+ 3 (L (A2 REJR )| + Za [(f, [A%72, XAJAATIXA )]
Les Lemmes 5.11 et 5.12 permettent d’avoir les bonnes bornes sur ces termes. O

Ceci permet de démontrer le Théoréme 5.9 de la méme maniére que dans [EPR, R-B|. En
effet, comme A® est a résolvante compacte, (X —a—1)*(—a—1) l'est également par le critére
de Rellich (voir p.ex. [RS, Théoréme XII.67]). Comme K — o — 1 est strictement m-accrétif,
son inverse existe et donc 'opérateur (K—a—1)*(K—a-1))"! = (K—a—1)"}((K—a—1)*)"!
existe et est également compact. Ceci implique & son tour que (K —a —1)~! est compact et
donc que K est a résolvante compacte, ce que 1'on voulait démontrer.

On peut également reprendre pas a pas les démonstrations du Lemme 3.7 et du Théoréme 3.8
de [EPR, R-B| pour montrer que si les écarts de température entre les différents bains ther-
miques ne sont pas trop grands, il existe une unique mesure invariante pour notre systéme.
La démarche pour montrer ceci est la suivante :

e On montre que 0 reste une valeur propre isolée de 'opérateur L%O lorsque les écarts de
température entre les différents bains sont suffisamment petits. Ceci démontre 1’exis-
tence d’une mesure invariante p de densité lisse par rapport a la mesure de Lebesgue.

e Pour montrer I'unicité de u, on suppose par I’absurde qu’il existe une deuxiéme mesure
invariante v. Comme v et p doivent étre de supports disjoints, il existe un ensemble A
de mesure de Lebesgue non-nulle tel que v(A) > 0 et pu(A) = 0. Si x4 est la fonction
caractéristique de A, on note alors

N N -
c(z) = lim A T'xa(x)dt,
et on montre que cette limite ne dépend pas de z. On peut donc écrire ¢ = ¢(z). On
arrive alors & une contradiction en montrant d’une part que ¢ = p(A) = 0 et d’autre
part que

{xa,c) =v(A) /ZO_1 exp(—0GoG)xa(z)dz >0,
ce qui démontre 'unicité.
Il est probable que ce résultat soit encore vrai pour des écarts de température quelconques.
Cette affirmation est motivée par les résultats démontrés dans [EPR2|. Néanmoins, la dé-
monstration qui y est donnée ne peut pas étre appliquée sans autre a notre probléme, car

elle utilise de maniére cruciale la forme de I’Hamiltonien. Cependant, il est plausible qu’elle
puisse étre modifiée pour s’adapter au cas que nous considérons.
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6 Démonstration des lemmes techniques

6.1 Démonstration du Lemme 5.12

Dans cette partie, nous allons démontrer un lemme formulé de maniére assez abstraite. Le
Lemme 5.12 en découlera immédiatement comme un cas particulier. Fixons dans un premier
temps le cadre dans lequel nous allons travailler.

On se donne un espace de Hilbert # et une famille finie X = {X;}¥, d’opérateurs linéaires
sur ‘H. On se donne également un sous-anneau F de l'anneau constitué des opérateurs
linéaires bornés sur H. Nous allons faire sur X et F les hypothéses suivantes

e Si X; € X, on peut écrire son adoint X} sous la forme X} = >N, b;; X; avec b;; € F.
e Si X;, X; € X, on peut écrire [X;, X;] = S0, aijrx X avec a;jy, € F.
e SifeFetX;eX. alors[f,X;| € Fet f*eF.

A partir de ceci, on construit I'espace vectoriel ) engendré par les opérateurs de la forme

Y=FfX; ... X,

m )

ou X;, € X pour tout j et f € F. Nous dirons que Y est de degré m. Nous appellerons de
plus V* le sous-espace engendré par les opérateurs de degré plus petit ou égal a s. On définit
lopérateur A? par

N
N =71+ XX, , (6.1)

i=1
ol 7 est un nombre réel.

On voit que, avec ces notations, on a A? € Y2. De plus, si Y7 € V¥ et Yy € V! avec s+t > 0,
on a [V, Ys] € Y=l et V1V, € Y+t Ceci découle des régles de commutation entre les X;.
Enfin, si Y € Y?*, on a également Y* € )*.

Proposition 6.1 Soient X et F comme plus haut. Alors il existe 1y tel que, pour tout T > Ty,
les opérateurs X;A™" et X; X;A™% soient bornés pour toutes les valeurs de i et j possibles.

Démonstration. Montrons d’abord que X;A~! est borné. Ceci revient & montrer qu’il existe
une constante C' telle que ’on ait

IXu|? < Cl|Aul?  YueH.

Ceci découle directement de la relation

N
[Aull® = rllull + > 1 Xl .
=1

Pour montrer que X; X;A~? est borné, il faut trouver une constante C' telle que

1X:Xul]* < C||A%u])*  VYueH. (6.2)
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On a
||A2’U,”2 = <’u, A4U> = 7'2“?1,”2 + 27 Zz ||X,U||2 + Zi,](u, Xz*Xz XJ*X] U,) (6 3)
= Tull® + 27 5 [| Xoul* + 2 |1 XiXjull? + 2 {u, [X7 X, X71Xu) .

Dans cette expression, on peut récrire le terme faisant intervenir un commutateur comme

Du fait des deux hypothéses que nous avons faites sur les opérateurs X;, il existe donc des
constantes C;;;, positives telles que I'on a

A% ul* = w2 [Jull® + 27 3 | XGull® + 3 I1XaXjull” = > Cijell Xiull [ X Xkul| -

i,J i,5,k

On utilise maintenant le fait que, pour n’importe quelles valeurs z, y et s positives, on
a l'inégalité 22y < z?s? + y?/s. 1l existe donc des constantes a et b positives telles que
I’estimation

a
IA%u]l? > 72 [lull® + (27 - ;) 2 IXul® + (1 = bs?) 31X Xl
7 5]

soit valable pour n’importe quelle valeur de s. Avec le choix

s =
on a pour 7 > ab + 1 'estimation
1%l > 72l + 5 3 Xl + 5 3 1l (6.4)
i ij
On en déduit immédiatement la relation (6.2) avec C' = 2. O

Nous allons maintenant faire usage de la machinerie développée dans [R-B, Appendix B] en
la généralisant un petit peu. Nous nous mettons toujours dans la méme situation. On a alors
la proposition suivante

Proposition 6.2 Considérons Y € )7 avec j € {0,1,...} quelconque et A% comme défini
dans (6.1) avec T plus grand que le 7y de la Proposition 6.1. Alors,

APY A7 (6.5)

est un opérateur borné sur H lorsque 4+ v < —j.

Soit Z un opérateur dans Y avec [Z, N2 € Y7 pour un certain j. Alors,
AN~ Z]AY (6.6)

est un opérateur borné sur H lorsque B+ v < a—j+ 2.
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Démonstration. 11 suffira de démontrer que I'opérateur (6.5) est borné pour le cas § = 0
et v = —j. Le reste de la démonstration se fait exactement de la méme maniére que dans
|[EPR, R-B|.

Nous avons déja démontré cette estimation pour les cas 7 = 1 et 7 = 2. Pour les cas 7 > 2,
on procéde par récurrence. Supposons que YA~ soit borné si Y € Y* pour tout £ < j. On
veut alors montrer que 'opérateur

Xi oo s Xg ATV (6.7)

j

est borné. On distingue deux cas.

e j = 2n. On écrit alors (6.7) sous la forme

Xi X, A2 A2XG, X A AT, X, A

2n—1 2n

Il s’agit donc de montrer que les opérateurs de la forme
AP"EXGXGA TP
avec m < n, sont bornés. On écrit
AP 2XGXGATP = X XGA T2+ AP XGXGIATPTIAT

Le premier terme est borné par la Proposition 6.1. Le deuxiéme est borné par ’hypo-
theése de récurrence en remarquant que [A*"~2 X, X,] € Y*™ 1.

e j=2n+ 1. On écrit alors (6.7) sous la forme

XilXizA_2 : AZXZ‘SXZ‘4A_4 oL AQnXZ A—Zn—l )

2n+1
Les premiers termes du produit se bornent exactement comme avant. Pour le dernier
terme, on a

A—2n—1 =X

A2nXi i2n+1A_1 + [AQn: Xi2n+1]A_2nA_1 )

2n+1

ce qui est borné en utilisant I’hypothése de récurrence.

Ceci démontre la proposition. O

Ceci nous permet aisément de prouver le Lemme 5.12. En effet, on remarque que I'on se trouve
dans la situation des lemmes qui précédent en prenant a la place des X; les opérateurs X 4

O, et ;. La famille d’opérateurs F est constituée des fonctions dans C*°(M). On utilise la
Proposition 5.6 pour montrer que 1’on a bien les régles de commutation voulues pour les X 4.

Soit alors Z un des opérateurs X', r;, R; ou R}. Par définition, on a Z € Y. De plus, un
calcul explicite montre que les opérateurs de la forme [Z, K] sont dans ! et que opérateur
[A%) K;] est dans V2. Ceci démonte le Lemme 5.12.



Mécanique statistique hors équilibre 26

6.2 Démonstration du Lemme 5.11

Les différentes étapes de cette démonstration vont s’inspirer largement de la démonstration
du Lemme 4.4 dans [EPR, R-B]. Lorsque, dans cette partie du travail, nous écrirons C, il
faut lire “il existe une constante C' > 0 telle que”. D’un terme a ’autre d’'une méme équation,
le symbole C peut donc désigner des constantes différentes. De plus, la lettre f désignera
une fonction quelconque dans S(X), espace de Schwartz.

On a alors

IRifII” = (f, RiR, ) < CRe(f, Kf) < CIIKfI[|IfIl < CUKFI+IfID?, (6.8)
ce qui démontre I'inégalité (5.11). La derniére inégalité vient du fait que 2|ab| < a? + b?.
Nous utiliserons trés souvent cette inégalité par la suite, sans le dire explicitement.

Avant de montrer I'inégalité (5.10), nous allons encore faire une estimation sur ||r;f||*> . On
écrit
Iraf II* = (f,rif) < CULRiR; ) + C(f, f) < CUK S+ 1D (6.9)

ou l'avant-derniére égalité a été obtenue en utilisant (5.8).

Nous allons maintenant vérifier I’estimation (5.10) en procédant par récurrence. Fixons i > 0
et ¢ suffisamment petit pour que (5.10) soit vérifiée pour tout k£ < i et pour g > 4e. On a
donc par I’hypothése de récurrence

A =XF < CUKFI+IFD®, VX € Mg(U G -

k<t

Prenons A € AN G,. Par ’hypothése H2, il existe une fonction B dans U,.; G, telle que
A = {Hj, B}. On peut alors écrire a I’aide de (5.9)

(Ko, XP) = X4+ X5, X5+ Y 20;0,,{F,, B} .

Nous définissons alors la fonction Z = {F;, B}. On a donc
IATXALI < (Ko, XPU, A% 2XAD) 4+ X [{rf, XZA2XA )

: 6.10
+CY A0 [ N Z) =T+ T+ Ty . (6.10)

Le terme Ty est facilement borné par C(||K f|| + || f||)? en utilisant le Lemme 5.12. Le terme
T5 se borne en écrivant

XZA25—2XA — A25—2XAA1—25A25—1XZ + [XZ, A2572XA] )

Les termes obtenus ainsi se bornent par C(||K f|| + || f||)* en développant encore le commu-
tateur et en utilisant I’hypothése de récurrence, ainsi que le Lemme 5.12.

Il reste & estimer le terme 77. On peut récrire le commutateur comme

1
Ko, X"] = —X"K —K"X" +3 (XP(K + K*) + (K + K*)X®)
= Xyu+ X5+ Xs.
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Nous allons maintenant estimer séparément les trois termes 73, 1 et 15 qui en résultent.
Terme 7. On a
T, = [(XBKfN2XAf)| = [(Kf, XPA*72XAf)
< (L AR ANNETXE ) 4 (I [X5, 452X ) (6.11)
= Ty1+ Ty .

Le terme T, est borné par C(||Kf]| + ||f]|)? en utilisant 'hypothése de récurrence et le
Lemme 5.12. Le commutateur du terme 7T} 5 peut s’écrire comme

[XB, AZE—Z]AA—lXA =+ A2€_2[XB, XA] .
Les deux termes qui en résultent sont bornés par C'(|| K f||+ 1 f||)? en utilisant le Lemme 5.12.

Terme T5. On a

T, = |<K*XBf, A2572XAf>| — |<A4571XBf7 A1745KA2572XAJ¢->|
< |<A4E_1XBf, A—25—1XAKf>| + |<A46—1XB](" A1—4E[K, A26—2XA]f>| (612)
= T5,1 + T5’2 .

Le terme T5; est borné par C(||K f|| + || f]|)? en utilisant 'hypothése de récurrence et le fait
que A=%71 X4 est un opérateur borné. On peut récrire ’opérateur intervenant dans le terme
152 comme

A1—45[K, A25—2XA] — A—QE—I[KI’XA] + A1_4E[K1,A25_2]AA_1XA + A1_4E[K2,A26_2XA] )

Les termes résultant des deux premiers opérateurs sont bornés par C(||K f|| + || f]])? en uti-
lisant le Lemme 5.12. Le terme T5 3 = [(A* 1 X B f A174[K,, A% 2X4]f)| venant du dernier
opérateur est borné en écrivant

T5,3 < Z ‘<A45—1XBJ¢-’ A1—45 [TiXFi, AQE—QXA]JL->|
< Y I(A% X p AT XA 202 S A2 2AN XA )| (6.13)
+ Z |<A4E_1XBfa A1_4E[XF7;> A2€_2XA]Tif>| = T5,4 + T5,5 -

Le terme T5 4 se borne en utilisant le Lemme 5.12. Le terme T5 5 est borné par C (|| K f1|+|| f]])*
en récrivant le commutateur comme

[XFi’AQE—ZXA] — [XFi’A25—2]AA—1XA 4 A25—2[XF7;’XA] ’
et en utilisant la borne (6.9).

Terme 7. On a pour ce dernier terme
Ts = {((XP(K+K*)+ (K + K" )XP)f,A*72X"f)
< 2[{(ReK)f, XPA*2XAf)| + [([Re K, XP]f, A*72X4f)] (6.14)

Te1 +Tso -
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Un calcul explicite montre que le commutateur du terme T est formé de termes constitués
d’opérateurs bornés multipliant R; ou R}. On a donc Ts» < C(||K f|| + || f]|)? en utilisant le
Lemme 5.12 et 'estimation (6.8). En utilisant la positivité de Re K et 'inégalité de Cauchy-
Schwarz, on peut écrire

Toy = 2/{(ReK)"?f, (Re K)/2XBA*2XAF))
< 2[[(Re K)' £ [|(Re K)'2X A2 XAS|
2<(Re K)f, f>1/2<(Re K)xBAQEfZXAf, XBA2572XAf>1/2 (615)

2y/Re (K f, /)y/Re (fi, f2) < AIE ST AR El

< V2(IEFI + IADYIAIILE -

Dans cette expression, nous avons défini
fl — A72EKXBA2572XAf ’
f2 — A25XBA2£—2XAf )

en écrivant

IN

On peut borner || f1]|?

fl — AfQEXBAQEfQXAKf + A*QE[K, XBA2572XA]f — X6,3 + X6,4 )

Le terme résultant de X3 est borné en utilisant le Lemme 5.12. En ce qui concerne 'autre
terme, on récrit le commutateur comme
[K, XBA2572XA] — [Kla XBAQEfQXA] _ Z[T,iXFi’ XBAZE*ZXA] )
i
Le terme qui résulte du premier opérateur est borné en développant le commutateur et
en utilisant le Lemme 5.12. Celui qui résulte du deuxiéme opérateur est borné en utilisant

une démarche similaire que celle utilisée pour borner le terme 753. On trouve ainsi que
1f1ll < CUEFI+11£1D-

Pour borner || f2|?, on écrit
f2 — A45—2XAA1—45A45—1XBf 4 A2€[XB, AQE—ZXA]f .

Le premier terme est borné en utilisant I’hypothése de récurrence et le Lemme 5.12. C’est le
seul endroit oil nous avons eu besoin d’utiliser que ||A* 7' XBf|> < C(||Kf|| + ||f]|)?. Tous
les autres termes que nous avons rencontrés jusqu’a maintenant auraient pu étre bornés en
utilisant seulement ||[A*7' X B f|| < C(||K f]|+||f]])* Le deuxiéme terme se borne de nouveau
de maniére similaire, en développant le commutateur et en utilisant le Lemme 5.12. On a

donc bien Ty < C(||Kf|| + ||f])?

Afin d’achever la démonstration, il faut encore montrer que (5.10) est valide avec i = 0. On
utilise pour ceci la relation

[Ri, Kol = X™ + (2a;/\)R; + b{ F;, HL} + b; y_ ri{ F}, F}}
7

La démonstration se fait ensuite exactement de la méme maniére en posant € = 1/4 et en
remplacant X4 par X et X par R; ou R}. La démonstration est un peu plus simple du
fait que plusieurs commutateurs s’annulent. En particulier, il n’y a pas d’équivalent au terme
T5.
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7 Conclusion

Ce travail se voulait plus une extension des résultats de |[EPR, R-B] qu’autre chose. En
tant que tel, il ne contient donc pas des idées de démonstration fondamentalement nouvelles.
Néanmoins, les résultats de la Section 5 constituent & mon avis un petit pas vers I’abstraction

des techniques de |[EPR, R-B].

Dans la version actuelle du travail, il semble que les hypothéses que nous faisons sur ’Ha-
miltonien du systéme soient un peu trop restrictives. En effet, on s’attend intuitivement a ce
que des résultats similaires & ceux que nous avons démontrés puissent étre trouvés lorsque
les champs de vecteurs X4 n’engendrent tout l’espace tangent de M que presque partout.
La difficulté est qu’alors la Proposition 5.5 n’est plus vraie. Il faut donc trouver un moyen
de contourner ceci. Il est possible que I'on puisse faire ceci en ajoutant & I’Hamiltonien libre
un terme artificiel qui diverge sur les zones “critiques”.
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A Opérateurs de Schrodinger a résolvante compacte

Dans cet appendice, nous allons donner un critére assez fin sur le potentiel d'un opérateur
de Schrodinger qui assure que celui-ci ne posséde pas de spectre essentiel.

A.1 Quelques résultats connus

Dans cette partie, nous allons donner quelques résultats que nous utiliserons par la suite.

Lemme A.1 Soit I un intervalle et u : I — IR une fois continiment différentiable et
s’annulant au moins une fois dans I. Alors, on a ’estimation

mllull < 21} [lu']] -
La démonstration de ce lemme peut se trouver dans [SM, p. 78|.

Lemme A.2 Soit H = —%62 + V' un opérateur Hamiltonien en n dimensions. Supposons
qu’il existe un compact K et une constante Ay tels que ’on ait

(Hu,u)g > Aollull% ,
pour tout u € D(H). Alors .(H) C [Ag, 00).

Dans cet énoncé, o.(H) désigne le spectre essentiel de H. La démonstration de ce lemme
peut se trouver dans la plupart des livres d’analyse d’opérateurs.

A.2 Reésultats

Lemme A.3 Soient I,...,1, des intervalles, B =1, x ... x I, et u : B — IR continue.
Alors, la fonction uy : B — R définie par u(x) = ming, cr, v*(y1, 22, ..., ZTn) et sgnu(z) =
sgnu(z) (st ui(z) # 0) est également continue.

Remarque. u; est bien définie. En effet, si, pour un x donné, u(z) > 0 et u?(x) # 0, alors
u(y) > 0 pour tout y de la forme (y;,zo,...,x,). Si ce n’était pas le cas, on aurait en effet
un y de cette forme tel que u(y) = 0, ce qui impliquerait que u?(z) = 0.

Démonstration. On sait que u? est une fonction continue du fait que u? est continue et que,

Si {fa}aca est une famille de fonctions continues, alors f(z) = infaca fo(x) est également
une fonction continue. Prenons alors x € B. On a trois cas

e Siu(xz) >0, il existe un voisinage V' de = tel que u(x) est positive. Sur V, on a alors

uy(z) = y/ui(x). Donc uy est continue sur V.
e Siu(z) <0, il existe alors un voisinage V' de z tel que u(z) est négative. Sur V, on a

alors u;(z) = —\/u?(x). Donc u; est continue sur V.

e Si u(xz) =0, on se fixe e > 0. Il existe alors un voisinage V de z tel que |u?(z)| < &2
sur V. On a donc |uy(z)| < € sur V.

Ceci démontre le lemme. m|
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Lemme A.4 Soient I1,...,1I, des intervalles et soit B =1y x ... x I,. SoitV : B — IRy
continue par morceauz et u : B — C une fois continiment différentiable. Soit de plus

v = z1161£|IJ|*1 Aj V(:L'l,...,$j,1,t,l'j+1,...,xn) dt .

Alors, pour tout j € {1...n} et pour tout b > 0, on a

v;b
’ ||U||2 (Vu, u) + bk |1 |1 0;ul? (A1)

J

avec kg = 2/m.

Démonstration. Sans perte de généralité, on fait la démonstration pour 5 = 1. On peut aussi
supposer que b > 0 car le cas b = 0 est trivial. On pose alors

(x) =V(x) et wui(zr)= minu’(y1,os,...,7,) .

y1€l1

On choisit de plus le signe de u; comme au Lemme A.3. Cette fonction est donc continue.
De plus, u1(z) ne dépend pas de ;.

On a ainsi estimation suivante :
leul? = [ V@lu@Pds> [ Vie)u(@)da

= /n /\Ul |/ z)dzy .. .dz, (A.2)

> |11|y1/ / s (2) | dzs . . dn = 1 Jus?
I Iy

Par le Lemme A.1, on a de plus I'estimation
lu — wrl < kol 1] [|Orul| -
Si on combine ces deux estimations, on obtient
Jull < kol Ly |0vul] + [Jua]] < KoLy [|0yull + [Joul| /v/v1 -

On a donc pour tout a > 0 I'estimation

lull* < (1+ o kg 1|0l +

et donc

14
< Elkg\h\QH&UIIQ + [loul” -

11 suffit alors de poser & = v /b pour obtenir le résultat cherché. O
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Corollaire A.5 Si on pose v = max;j—y, ,v; et |I| = max;—1__, ||, on a
b n
“{[ull? < (Vu,u) + ORI Y [9gull® (A.3)
v+b =

Avant de continuer, nous allons définir quelques grandeurs qui seront utiles par la suite.

Définition A.6
B =[x —t/2, 21 +t/2] X ... X [1, — /2,2, +1/2] .

; . . t/2
Vj(.’ll') :ylenl%t ~/—t/2 V(yla'":yjflas—i_xjayj-f—la'"ayn) ds . (A4)
t

v' =liminf max vj(z).
|z| =00 jE{1,...,n}

Théoréme A.7 St H = —%62 + V', on a pour tout t > 0 [’estimation

o.(H) C lﬂ oo) :

8t2ut 4 2’
Démonstration. On se fixe une valeur € > 0. Soit M assez grand pour que l'on ait

max vi(z) >v'—¢,
je{1,...,n}

pour tout |z| > M.

Si 'on pose b = 72/(8t2), on observe que la partie de droite de (A.3) n’est rien d’autre que
(Hu,u)p. Si on prend |z| > M, on peut alors appliquer le Corollaire A.5 avec B = B! et

vj = vi(x). Ceci nous donne l'estimation

vi(z) b

(Hu,u)Bé >

2
— %,
~ V() -|-b|| I

et donc (car f(z) = zb/(z + b) est une fonction croissante)
(Vt—e)b
vt—e+b
On peut alors paver ’espace par des hypercubes de coté ¢ et on définit K comme la réunion

de tous les cubes dont le centre est & moins de M de l'origine. On a alors, en sommant
Pestimation (A.5) pour chaque cube qui n’est pas dans K, I'inégalité

(v —¢)

b 2
Sl

(Hu,u)p; > lull; - (A.5)

(Hu,u)g >
ol K désigne le complémentaire de K. Par le Lemme A.2, on sait alors que

o.(H) C lw oo> .

vt—e+b’
Comme cette estimation est vraie pour n’importe quelle valeur € > 0, on a le résultat cherché.
a
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